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Resume Nous exprimons, a I'aide de series d'Eisenstein-Kronecker, la mesure de 
Mahler de deux families de polynomes definissant des hypersurfaces KS de nombre 
de Picard generique 19. Pour certaines de ces surfaces K3 singulieres (i.e. de 
nombre de Picard 20), nous donnons cette mesure en termes de serie L de Hecke 
de poids 3 pour certains Grossencharacter. 

1. Introduction 

La mesure de Mahler logarithmique m(P) d'un polynome de Laurent P G 



1 "^"^ 



Jest definie par 



oil T" designe le tore {{xi, ...,Xn) € C"/|xi| = ... = \xn\ ~ 1}. Sa mesure de 
Mahler M{P) vaut alors M{P) = cxp{m{P)). Si P est un polynome unitairc de 
on obtient grace a la formulc de Jensen 

MiP)^ II max(|a|,l), 

P(q)=0 

quantite liee au probleme de Lehmer (1933) sur I'existence d'un polynome unitaire 
de Z[X], non cyclotomique, de mesure de Mahler inferieure a 1, 1762... 

Cependant, grace a un resultat de Boyd 011, la connaissance de nombreuses 
valeurs M(P) pour P e pourrait eclairer le probleme precedent. 

Depuis quelques annees, on s'interesse en outre a I'obtention de formules ex- 
plicites pour m(P) [HliniCni- Ces formules sont liees a la nature geometrique de 
la variete algebrique definie par P. Par exemple, si P represente un modele affine 
d'une courbe elliptique E dont les polynomes attaches aux faces du polygone de 
Newton n'ont pour racines que des racines de I'unite et si P{x, y) ^ pour tout 
{x,y) £ T'^, alors n'^m{P) est conjecture etre un multiple rationnel de la serie 
L(E, 2) associee a la courbe elliptique E. Cette conjecture, decoulant des conjec- 
tures de Beilinson P, a ete prouvee par Rodriguez- Villegas dans certains cas ou E 
possede de la multiplication complexe [11201 • Elle a ete verifiee numeriquement par 
Boyd W pour de nombreuses families de courbes elliptiques. En outre Rodriguez- 
Villegas a exprime, pour certaines families modulaires de courbes elliptiques, la 
mesure de Mahler logarithmique des polynomes associes comme la partie reelle de 
certaines series d'Eisenstein-Kronecker P]|10|. 
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Nous nous proposons ici dc gcncraliser ce resultat au cas de certaines families 
de surfaces K3 ayant un nombre de Picard generique cgal a 19 . Nous etudierons 
essentiellement deux families, la premiere associee aux polynomes 

et la seconde liee aux polynomes 

Nous montrerons les resultats suivants. 
Theoreme 1.1. 1) Posons k = t + j et definissons 

t = i^P^r = - 6,3/2 ^ ,5 5/2 _ 20,7/2 ^ 
oil T] designe la fonction de Dedekind 

n>l 

Alors 

n>l ci|ra 

2) Posons k = —{t + \) — 2 et definissons 

*~ r?(T)477(4T)8r/(6r)i2 ' 

Alors 

n>l d|n 

Theoreme 1.2. j4t;ec Zes notations du theoreme 1.1, on a I'expression suivante de 

la mesure 
1) 

3t J ^ 1 1 

^^^''^ "8^^^^"^^^^(mr + K)3(mf + n) ^ (mr + K)2(TOf + k)2 ^ 

1 1 

'^^^^^^(2rnr + K)3(2mf + k) (2TOr + K)2(2TOf + k)^ ^ 
~ (3mr + k)^ (3mf + k) ^ {2,rnT + nfiZruT + nf^ 

^ ^^^^^^(6mr + K)3(6mf + k) ^ (6mr + K)2(6mf + k)2 
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m{Qk) -|^{E(2(25R7 — _^ . + 7 — ^ ,1 

1 1 



- 32(23?- 



■ (2mT + K)3(2mf + k) (2mr + K)2(2mf + k)2 

18(25^ i - \ i - 

(3mr + K)3(3mT + k) (3mr + K)2(3mT + k) 



2 • 



+ 288(23? - I - ))} 

(6mT + K)'^(6TOf + k) (Bmr + K)2(6mf + k)2 

Nous terminerons par quelques applications arithmetiques. 

En particulier, pour certains polynomes de ces families definissant des surfaces 
KZ singulieres (i.e. de nombre de Picard 20), nous exprimerons leur mesure de 
Mahler comme des series L de Hecke pour un Grossencharacter de poids 3. 

2. Quelques rappels sur les surfaces K3 

Nous allons donner quelques resultats permettant de comprendre les methodes 
utilisees. Le lecteur interesse par plus de details pourra par exemple consulter |14| 

Une surface K3 definie sur C est une surface X cF^ verifiant 

H'{X,Ox) = 

et 

Kx^O 

(i. e. dont le faisceau canonique est trivial). 

Une surface K3 est dite algebrique si elle admet un fibre en droites ample, 
definissant un plongement projectif de X dans un espace projectif. Le caractere 
algebrique est caracterise par le fait que le degre de transcendance de son corps de 
fonctions C(X) vaut 2. Par exemple, un revetement double ramifie le long d'une 
sextique plane est une surface K3. C'est ainsi le cas de la surface dont un modele 
affine est donne par le polynome Pk, pour k 7^ ±2, ±6, car il s'ecrit 

(2Z + X + l+r+i-fc)2 = (X + l+r+i-fc)2-4. 

Si X est une surface il existe une unique 2-formc holomorphe to sur X, 
unique a un facteur scalaire pres. 

Par exemple si F{Xq, Xi, X2, X3) est un polynome homogene de degre 4 dans 
P^, sans racines multiples et si X designe le lieu d'annulation de F, alors X est une 
surface K3 et la 2-forme holomorphe est le residu de 

dxi A dx2 A dx3 



F{xi,X2,X3) 



oh X,. := 1^. 



Le groupe H2{X, Z) est libre de rang 22 et I'accouplement d'intersection ou cup- 
produit munit iJ2(X, Z) d'une forme bilineaire symetrique unimodulaire, paire, de 
rang 22, de signature (3, 19) telle que 



H2{X,Z)c^Ui±i-Esf 
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ou U2 est Ic rcseau hyperboliquc de rang 2 et Es le reseau unimodulairc defini 
positif de rang 8. Le reseau £ est appele le reseau K3. 

Le groupe de Picard de X, note PicX, forme des diviseurs de X modulo 
r equivalence lineaire, verifie 

PicX c H'^{X,Z) ~ Hom{H2{X,Z),Z) 

et PicX est parametre par les cycles algebriques. C'est un groupe abelien libre 
de type fini, sans torsion, d'oii 

L'entier p{X), appele nombre de Picard de X, verifie 

1 < p{X) < 20. 

Lc groupe T{X) := [PicX)^ des cycles transcendants a ime structure de reseau 
de dimension 22 — p{X). II est appele le reseau transcendant. 

Si X designe une surface C son reseau K3 et a I'isomorphisme 

a:H2{X,'L)^ C, 

le couple {X, a) est appele surface K?> " marquee" . 

Si {71,..., 722} designe une Z-base de H2{X,Z) et u) une 2-forme holomorphe 
sur X, I'integrale / w est appelee une periode de X et verifie J ui = pour tout 

7 e PicX. ^' ^ 

Si M est un sous-reseau primitif de £ ( i. e. L/M. libre) de rang 1 + t, de 
signature le couple ou Xm est une surface K3 algebrique et = 

aj^ : M. — > PicXm est une isometrie de reseaux, est appele surface K3, M. 
-polarisee. 

On peut montrer I'existence de I'espace des modules des surfaces K3, M. - 
polarisees et pseudo-amples (i. e. dont le plongement 4'a contient une classe de 
diviseurs pseudo-amples). Get espace de modules est independant du marquage; il 
est note JAks^m- 

Supposons desormais M G C avcc Al de rang 19. 

Si ~ U2-\-{—EiY^.{—2) >, par un theoreme de Dolgachev, 

on a I'isomorphisme 

Mk3m - n/Vo{N)* 
ovl H designe le demi-plan de Poincare, 

^°(^) = ^(c J) G^'2(Z)/c^0(A^)} 

et 

ro(iV)* =ro(iV)+w;iv 
ou Wn designe I'involution de Fricke 

/ 

Wn 




I > groupe ro{N)* est en outre de genre 0. 

Le groupe ro(A'')* (ou ses sous-groupes d'indice fini) peut s'identifier au groupe 

de monodromie de I'equation diffcrcnticlle dc Picard-Fuchs d'un pinceau de surfaces 
K3, A^-polarisees ( pour la definition de I'equation differentielle de Picard-Fuchs, 
voir ci-dessous). 
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Rappelons que H/To{N)* est Pespace des modules des couples {E,Cn) des 
courbes elliptiques isogenes, a groupe d'isogenie cyclique Cat, modulo I'involution 
de Fricke wn{{E,Cn)) = {E/Cn,EN).Ov le theoreme de Dolgachev prouve que 
T-L/Tq^N)* est egalement Tespace des modules des surfaces KZ, A4 -polarisees. On 
comprend done qu'il puisse exister une relation entre les surfaces K3, A^-polarisees 
de nombre de Picard 19 et les courbes elliptiques. C'est precisement ce que met 
en evidence un theoreme de Morrison qui montre qu'une surface K3, Al-polarisee, 
de nombre de Picard 19 possede une structure de Shioda-Inose, i. e. il existe une 
surface abelienne A :— E x E/Cn, une surface de Kummer Y — Kum{A/ ± 1) et 
une involution canonique t sur X telle que X/ (t) soit birationnellement isomorphe 
a Y. 

Considerons maintenant une famille a 1 parametre Xz de surfaces parametree 
par B P^\{z/Xz singuliere} et soit uJz I'unique 2-forme differentielle holomorphe 
sur Xz (unique a un scalaire pres). Soit zq € B et tt{B, zq) le groupe fondamental. 
L 'image de la representation de monodromie 

TriB,zo)-^ Aut{F{H2iXz,Z)) 

est le groupe de monodromie G de la famille {Xz}zeB- On definit egalement 
I'application de periode 



On montre alors que si Xz est une famille a un parametre de surfaces Ki, de nombre 
de Picard gcnerique r, alors les periodes de Xz satisfont une equation differentielle 
de Picard-Fuchs d'ordre A: = 22 — r. 
Dans nos exemples, nous aurons k — 

3. Preuve des theoremes 

3.1. Preuve du theoreme 1.1. 1) Rappelons d'abord les resultats de Peters et 
Stienstra |S] sur la famille Xk de surfaces Ki dont une equation afRne est 

1 1 1 , 

hyH hzH fc = 0. 

X y z 

Une telle famille {Xk}k, k E P^\{oo, ±2, ±6} a un nombre de Picard generique 19, 
est Alfe-polarisee avec 

Mk ^ U2±{-Esf±{^12). 

Son reseau transcendant verifie Tk ~ J72-L(12) et I'equation differentielle de Picard- 
Fuchs associee a la famille est 

{k^ - 4)(fc2 - 36)?/"' + 6k{k^ - 20)?/" + (7fc2 - 48)y' + ky = 0. 

Si Ton pose 

'w = (»y)°-"' n 

^ ' ' „=!(„, 6) = 1 

oil T G 7i, on pent montrer que 

*^?rT^^=^^^^ ^(c rf) €ri(6,2)*cro(12)* + 12 
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^i^^) = ^(c d) / a = d^l(6) c^0(6)} 

ri(6,2) = {(^ d) eri(6) c^66 (12)} 

et ri(6, 2)* est le groupe engendre par ri(6, 2) et I'involution de Fricke wq. 

En outre, t est un Hauptmodul pour ri(6, 2)*, i. e. induit un isomorphisme 
entre H* = H U Q U {ioo}/ri(6, 2)* et Pi. 

On peut montrer que pour r = zoo, on a f = 0, pour r = ±1/2, on a t = oo, 
pour T = 2/\/6, on a t = 3 — 2\/2 ct pour r ~ ±2/5 + i/5\/6, on a t = 3 + 2\/2- 

De plus, si /c = i + rcquation do Picard-Fuchs en la variable t posscdc une base 
de solutions de la forme G{t),tG{t),t^G{t) avec G(t) = r]{T)ri{2T)i]{3T)ri{6T). 

On a egalement 

G{t) = ^ |i| < 3 - 2V2 



n>0 

avec 



2 / , \ 2 
n \ I n + 



k \ k 



fe=0 

Nous allons niaintenant prouver la premiere assertion du theoreme 1. 

Par definition, 

, „ , 1 /" , , , / 1 1 l.,dxdydz 

rr^^Pk) = jTT-^ log\k-{x + -+y + - + z + -)\ 

{2mY Jj3 X y z X y z 

Et pour fc > 6, 

dm{Pk) I I f 1 dx dy dz 



dk {2Tri)^kJ^3l-^{x+^ + y + ^+z + ^)x y z 



m>0 

avec 



(2m)! 



(p!g!r!)2' 

Or est une pcriodc ct done verifie I'equation differenticUc de Picard-Fuchs. 

En faisant alors le changcmcnt de variable k = t + j, on obtient 

n>0 

soit 

dm(P,) = -G(r)^i^. 

Comme —G{T)qY^-j^ est une forme modulaire de poids 4 pour Pi (6, 2)*, 
df 1 — 1 

-G{T)qj—^ = --+4q + 20g^ + U8q^ + 148g^ + 504^^ 
+ 7A0q^ + 1376g^ + 1172g^ + O(g^), 
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on va chercher a I'ecrire sous la forme 
ou 

i?4(r)-l + 240^(^d3)g" 

n > 1 d\7i 

= 1 + 240(g + 9q^ + 28q^ + 73q^ + 126g^ + 252g^ + 34V 
+ 585?^ + 757g^ + 1134gi° + ...) 

En calculant alors sufRsamment de termes dans leur q'-developpement, on voit que 
ces deux formes coincident pour 

_ 4 16 _ 36 144 

"~ 240 ^~~240 ^~ 240 ^^240' 

On a done 

= (-|- + 45 + 20(,2 + ..,)<i9 

En integrant entre k et I'infini, on trouve alors 

n 2n 3n 6n 

m(Pfe) = ^{-iriT + d3)(4^ - 8— + 12^^ 24^)). 

n>l d\n 

2) Rappelons maintenant les resultats de Verrill sur la famille de surfaces 
dont une equation afRne est 

{1 + X + xy + xyz){l + z + zy + zyx) — (fc + 4)a;j/z = 0. 

Une telle famille {11.}^, k e pi\{oo, -4, 12, 0} a un nombrc dc Picard generique 
19, est A^fc-polarisee avec 

Mk ^ U2±i-Es)^± < -6 > . 

Son reseau transcendant verifie Tk ~ C/2-L < 6 > et I'equation differentielle de 
Picard-Fuchs associee a la famille est [Tl] 

k{k + A){k - 12)/' + 6(fc2 -7k- 12)/ + + -4-2/ = 0. 

A; + 4 A; + 4 

Si Ton pose 

_ r/(3T)\(12r)^(2T)i^ 
ry(T)47^(4T)8?7(6r)i2 

oil r G 7i, on pent montrer que 

Oil ro(12) + 12 est le groupe engendre par ro(12) et I'involution de Fricke u'12. 
En outre, t est un Hauptmodul pour ce groupe. 

On peut montrer que pour r = ioo, on a i = et pour r = iO, on a f = — 1. 
De plus, si A; = — + J + 2), I'equation de Picard-Fuchs en la variable t possede 

une base de solutions de la forme G{t),tG{t),t'^G{t) avec G(r) — ^^'^Jyji^l^^^yi . 
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On a egalement 

n>l 

avec 

n-l / 

n + ni 



2m + 1/ \p\q\rls 



-«-E E (-1) 

m— p+g+r+s— m 

Nous allons maintenant prouver la deuxieme assertion du theoreme 1.1. 
Comme precedemment on trouve 

dm(fc)--G(r)yi^ 

et 

_G(r)g-i^ = -— i?4(r) + —E42t) + —E^St) - — i?4(6r) 
^ t t 240 ^ ' 240 ^ ^ 240 ^ ^ 240 ^ ' 

car— G(T)^i^ est une forme modulaire de poids 4 pour ro(12) + 12. 
En integrant entre k et I'infini, on trouve alors le resultat annonce. 

3.2. Preuve du theoreme 1.2. Les etapes de la demonstration sont semblables a 
celles developpees dans 0. 
1) Partant de la relation 

■ J3^.4<?" Sg^" 12g3" 24g6» 

m Pfc =3f^{-7r^T + ^^d3 H + —i ^ }, 

^ — ' — ' n n n n 

n>l d\n 

on pose n ~ dn' , puis grace a la relation 

D^U,{q^''))=fd^U,{q^'') J = 1,2,3,6 D^q^, 

aq 

on obtient 

mik) = ^{-7:zT + AD^Y. Lt,{q'') - ^U,{q''') + hz.iq^^) - hi,{q^^)}. 
d>l 

Notons alors 

d>l 

et 

Hj{x)=L,{x)+Lji-). 

On pent montrer qu'il existe des constantes complexes non nulles A, B, C, D telles 
que 

K{x)^Hi{x)-lH2{x) + ^H3{x)-l:Heix)+A\ogix)^ + Blogixf 
2 3d 

+ Clog(a;)2 +Dlog(2;) 
soit invariant par la transformation 

X 1-^ q^x. 

En effet 

H{x) - H,{x) - ii?2(x) + ^H^ix) - ^H,{x) 
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se transforme en 

.-))-\{Li^{q^^)-Lh{^ 
qx 2 q^x 



H{x) - {Usiqx) - Lisi-)) - ^{Lis{q^^) - Li^{-^)) 



I .. 2 , a . 2 ,1 

[Ltaiq-'x) - Lz3(- 

et Ton a la formule 



{Lisiq^x) - Lz3(— )) - -Li3{q^x) + ~-Li^{-) 
q°x 6 6 X 



ou Bs designe le polynome de Bernouilli 

B^i(X)^X^~-X^ + -X. 
-^^ ' 2 2 

Par suite H(x) sc transforme cn 

H{x) + A' \og{xf + B' \og{xf + C log(x) + D' 

et K{x) en 

K{x) + (4AA + A') \og{xf + (6A2A + 3AS + B') \og{xf 

+ {AA\^ + 2,B\^ + 2CA + C) \og{x) + AX^ + B\^ + CA^ + DA + £>', 
avec A = 61ogg. 

II sufBt alors de determiner A, B, C, D en fonction de A', B', C, D'. 
Comme 

m{k) = ^{-TTiT + 2D'^{K{1))) 

et comme K{e'^'^^^'^) est invariant par le changement ^ i-^- ^ + 6 d'apres ce qui 
precede, on va developper K{e'^^'^^^) en serie de Fourier. Le developpement en serie 
de K{1) sera obtenu pour ^ = 0. 

Expliquons le calcul du developpement sur Li{x). On va ecrire 

d>lm>l 



m>l (i=l (6) d=6 (6) 

Ensuite on calcule 



fe>0 

Posant alors ^' = 6k + h + ^, il vient 



In,h = / e2-«'(— t)dC'. 



soit 

— 1 2T7inh 
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On en deduit alors 

6 iperiode 27ri f-; m'^ (mr - k) 



et sinon. 
D'ou 



^^^^ 2TTi^^^ m^^rriT - k'^ rriT + k"^ 

K m>l 



-y-i 



1 1 _^ 1 

2 ^ m? 2mr — k 2mT + k 

m>l 

1 1 1 ^ 1 

m>l 

- - y 1 1 ^ 1 

6 ^ QniT — k Quit + k 

m>l 



Finalement 



m{k) = ^{-nir - —{- — - 27- ;t + ^tt^ 

^ Stt^ m (rriT + K)^ (2niT + k)^ (3mT + k)^ 

-6 \ )) 

D'ou le resultat annoncc, puisque 

^ =-m9r(25i(- 4— -) + ^ 



{rriT + k)^ {mr + K)^{mT + k) {mr + K)^{mT + k)'^ 

et 

fe>i 

4. QUELQUES APPLICATIONS 

4.1. Valeur approchee de la mesure. La formule de Jensen permet d'exprimer 

la mcsurc dc Mahler d'un polynome de trois variables a I'aidc d'unc intcgralc dou- 
ble. Cependant les methodes d'integration numerique demanderaient beaucoup de 
temps pour obtenir une precision de 10~^^ par exemple. Les formules precedentes 
exprimcnt la mesure dc Mahler a I'aidc dc scries rapidcmcnt convcrgentes. 
Boyd et Mossinghoff out ainsi trouve la valeur approchee de Pi 

M(x + y + z + l + - + - + -) = l, 4483035845491699038... 

X y z 

J'ai de meme calcule une valeur approchee de la mesure du polynome Qi 

M{Qi) = 1,435170000343077634... 

Ces deux mesures sont parmi les plus petites mesures connues pour les polynomes 
de 3 variables dont la mesure ne se reduit pas a celle d'un polynome de deux 
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variables comme par cxcmplc 

Mix + y + z+- + - + -)= M(l + x + y) 
X y z 

= 1,3813564445184977933... 

4.2. Mesure et serie L de Hecke. Pour ccrtaincs valours dc k corrcspondant a 
des T quadratiques done a des surfaces K'i singulieres (i.e. de nombre de Picard 20) 
ayant una structure de Shioda-Inose liee a une courbe elliptique a multiplication 
complcxe par un ordrc d'un corps quadratique imaginairc, la mesure de Mahler 
s'expriine a Taide d'une serie L de Hecke d'un ordrc. Ceci se produit par excmple 
pour Pfe avec fc = 2, 3, 6 et Qk avec k = —4, 12. 

Soit K = Q(\/d) un corps quadratique imaginairc d'anneau des entiers Ok ct 
de discriminant D. Un Grossencharacter (f) de poids A; > 2, de conducteur A, oii A 
est un ideal de Ok est ainsi defini. Un homomorphisme (j) : /(A) — > satisfaisant 

(j){aOK) = a'^"^ pour a = l mod A 

est appelc Grossencharacter de Hcckc dc poids k et conducteur A. La serie L de 
Hecke induite par le Grossencharacter de Hecke est definie par 



oil N{P) est la norme de I'ideal P et la somme prise surles ideaux premiers 
P C Ok premiers a A. En remplagant Ok par un ordre R du corps quadratique, 

on definirait de memo la serie L dc Hecke d'un ordre pour un Grossencharacter <p 
attache a I'ordrc. Dans tous les cas on precisera L^f^^-^ ou Lji. 

Theoreme 4.1. Les Grossencharacter de ce theoreme sont tous de poids 3. 

m(Po)=d3:=^i(X-3,2). 

"^(^2) = ^^Lq(^)(?!>,3) 



.p^ 15\/15 , „, 

oil 4>{P) = —uJ si P = (2,0;) et uj = P designant un representant de la 

deuxieme classe d'ideaux du corps de nombres Q(-\/— 15) de nombre de classe 2. 

oil ^{P) = —2 si P = (2, \/^), P designant un representant de la deuxieme classe 
d'ideaux du corps de nombres Q(\/— 6) de nombre de classe 2. 

12\/3 

■m{Qo) = — —Lr{(I),3) 
pour I'ordre {l,2^/^) de nombre de classe 1. 



m{Qi2) = 4m((3o)- 
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Preuve La preuve utilise le theoreme 2 et la formule 

HP 

N{P) 



cl{P) 
OU 



2 ftp (^^)^ 
est la serie de Hecke partielle. 
Pour cela, ecrivons m{Pk) sous une autre forme. 
Posons 

DjT = {mjr + K){mjf + k). 

Alors 

3r 



— (m(T + f ) + 2k)2 4 



^^g(2m(T + f) + 2K)2 16 



Si A: = 6, on a T = et 



,^ (3m(r + f) + 2^)^ , 36 
(6m(T + f) + 2/^)2 _ 244 

£>2r = ^(2m2 + 3K2) 

Dzr = i(3m2 + 2K2) 

D'ou 

24a/6 1^ m2-6K2 3^^ - 2m2 
^\ 6) - ^^i2^^(m2 + 6K2)3 + (3K2 + 2m2)3''J- 

Or dans le corps 6), de discriminant —24, il y a 2 classes d'ideaux, celle 

Ao = {(A)} des ideaux principaux et la classe Ai = {(A)P} oii P = (2, ^/^). 
Si Ton definit le caractere de Hecke par 

V((A)) = 

pour A = m + ^/^K et 

V'(P) = -2, 

on obtient la formule annoncee. 

Si fc = 2, on a T = -i + et 

Dr = l{{m-2Kf + 2k'^) 
6 
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£>2r = ^{2{m-Kf + K^) 

Dqt = {K-2mf + 2w?. 

D'ou 

((to - 2k)2 + 2k2)3 + (2(m - k)2 + ^2)3 

En posant m — 2k = I dans la premiere fraction puis m — k = k' et k = I' dans la 
seconde, on trouve 

"^(-^^^ = ^2 21 (^ + 2.2)3 
c'est-a-dire la formule annoncee. 
Pour A; = 3, on a T = 

-Dt = ^("^^ ~ 3Km + 6k^) 
£)2r = -^(Sk^ - 3«;m + 2m^) 
£)3^ = 1(2«;2 - Km + 3m^) 

Dqt-h^ — 3«;m + 6m^. 
Or il existe exactcmcnt deux formes binaires quadratiques reduites de discriminant 
— 15, a savoir (1,1,4) ot (2,1,2). A I'aide d'un changement de variables, on va 
exprimer Ajt en fonction de ces formes et en deduire 771(^3). 

Pour on pose m = m' + 2k, d'ou Dr = |('ti'^ + Km' + 4«;2). 

Pour on pose m = m' + k, d'ou = \ {2m''^ + nm' + 2fi:2). 

Pour Asx on pose k = k' + m, d'ou D^r = \ {2k''^ + k'tti + 2-w?). 

Pour Agx on pose k = k' + 2m, d'ou Dq^ = k'^ + K'm + Am^. 

D'ou, par abus dc notation, puisque la sommation en m' ou en k' est equivalente 
a la sommation en to et k, 

15\/T5 >A 1 + 4mK - 2.2 ni^ _ — 2k^ 



27r3 ^ 2 (to2 + kto + 4k2)3 (2to2 + Km + 2k;2) 
Comme 2to2 + Km + 2k'^ est symetrique en k et to, on en deduit 



Eto2 — 4tok — 2^2 1 ^ — m2 — 8mK — k^ , 
(2to2 + Km + 2k2)3 ~ 2 ^ (2to2 + kto + 2/t2)3 ' 

En posant «; = k' — to, on va ecrire sous forme symetrique 
TO^ + KTO + 4k;2 = 4k'2 - Ttok' + 4to^ 

et Ton obtient 

+ 4toK — 2^2 — 5to2 -|- 8777,k' — 2k'2 



(to2 + Km + 4^2)3 (4m2 — 7k'to + 4k'2)3 

puis 
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5m2 + 8mK' - 2/t'2 1 -Tm^ + IGmn' - 7k''^ 



^ r4m2 _ 7K'm. -I- 4ac'2"|3 ~ O Z-' 



^, (4m2 - TK'm + 4k'2)3 2 (4m2 - 7K'm + 4k'2)3 

2rn^ + 2mK; - 7«;^ 



2 (m^ + Km + 4k2)3 " 



Finalement, 



15VT5 ^ 1 + 2mK - 7«;2 m^ + Sm/t + K^ 
""^ ~ ~^h^ ^ 4 ^ (m2 + Km + 4^2)3 ~ (2m2 + + 2^2)3 ^ 

Dans Ic corps F = Q(\/— 15) il y a deux classes d'ideaux enticrs, la classc dcs 
ideaux principaux dont un representant est I'ideal (1, w) = (1) et I'autre representee 
par I'ideal P = {2,lo). Definissons le caractere de Hecke de poids 3 sur P par 
(l>{P) = —CO puisque = ^^^y Qn obtient alors 

A2 + A2 1 2m2 + 2mK - 7«;2 



(^^)^ 4^(m2 + mK + 4«2). 



car A = m + et 



1 (j){P) ^ A2 1 4,{P) ' A2 _ 1 1 ' A^g; + A^c^ 

2 7V(P)2-. (AA)^ - 2 iV(P)2-^ A. (AA)^ " 4 22-« A. (aa)« 



4e 



8mK + K 



4 ^ {2m2 + Km + 2^2)3 ' 



puisque A = 2m + kuj. 
Finalement 



1 2m + 2m«; — 7k m'^ + SmK + K 

f{<P, 3) = - Z^W^2 + + 4^2)3 - (2m2 + Km + 2K2)3-'' 

d'oii le resultat annonce. 
Pour k = 0, Boyd avait prouve 

m(Po)-d3:=^i(X-3,2). 
47r 

Nous allons retrouver ce resultat autrement car la preuve met en evidence les 
relations entre fonction zeta d'un ordre et celle de I'ordre maximal. Tout d'abord 
remarquons que h{—12) = 1 et que la forme reduite de discriminant —12 est x^+3y'^. 
De meme h{—3) = 1 et la forme reduite de discriminant —3 est x'^ + xy + y^. 

Pour A; = on a T = et 

6 

= \ — StvUl + 3k^) 

D2r = \ {3k'^ - 6Km + 4m^) 
Dst = — Snm + 3m^ 
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Z?6r = — 6kto + 12m^. 
Pour At- on pose m = m' + 2k, d'oii D^- = ^(to'^ + nm' + k^). 
Pour on pose k = k' + to, d'ou = |(to^ + 3k'^). 
Pour A31- on pose k = k' + 2to, d'ou Z^sr to^ + k'to + k'^. 
Pour Agi- on pose «; = «' + 3to, d'ou Dgr = + 3m^. Apres simplification, on 
obtient 



27^3 (to^ + 3k^)^ + mn + k^Y 

Posons K = Q(\/— 3) et designons par R I'ordre de discriminant —12. Alors 
to(Po) s'ecrit 

Comme, par exemple |12| 

8Cfl(2) = 9Ck(2) 

et 

a(2) = C(2)£(x-3,2), 

on obtient bien 

m(Po) = ^3- 



Si fc = 12 dans la deuxiemc famille, alors t — et Ton obtient 

' 6 

,^ , VS ,9 „9 — 3to^ , „ 2to^ + 2tok — , 

tandis que pour A; = on a t = ^^12"^ 6t 

N \/3 „9 — 3to^ ^„ ^ „ 2to^ + 2tok — , 
<3o = > 8 X 43 X 32 -^^ — r-^ + 18 X 16-^^ ^ . 

^ ^ 72713-^^ (k2+ 3^2)3 (m2 + Km + K2)3^ 

Or d'apres une remarque de Sebbar |11| 

^ 2to^ + 2tok — q 
^-^ [m? + Km + k2)3 ' 

d'oii 

"i((3i2) = 4to((3o) 
relation conjecturee par Boyd.[S] 
En outre 

12V31^^2-3to2 12\/3^,,„, 

Oil (p designe le caractere de Hecke de poids 3 pour I'ordre (1, 2-\/— 3) defini par 
</,((«)) =a2. □ 

Boyd |H] a conjecture une autre relation entre les mesures de Mahler de la 
deuxieme famille: 
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(*) 2m(Q_36) =?4m(Q_6) + m{Qo). 
Nous allons montrer I'equivalence de cette relation avec une relation entre series L 
de Hecke d'ordres d'un corps de nombres. 

Theoreme 4.2. Soit R = (l,2^/=3) et R' = (1, v^) les deux ordres R C R' du 
corps de nombres Q('\/^) de discriminants respectifs —48 et —12, de nombre de 
classes respectif 2 et 1. 

Soit (resp. ) les caracteres de Hecke de poids 3 definis par 

(l>R{aR) = a^ ^r{P) = ^3 si P=(3,2v^) 
La relation (*) entre mesures de Mahler est equivalente a la relation 



Preuve Pour k = —6, on a r = \/^/6 et 

£»3r = ^(3m2 + 4K2) 



4' 

.2 



Apres simplification, on obtient 

\/3 ^ 288 X 4(to2 - 3^2) 288 x 48^2 288 x 42^2 
~ 48^ (m2 + 3k2)3 + (m2 + 12^2)3 ~ (3m2 + 4^2)3 



288 , 288 ^ 



(m2 + 12k2)2 + (3^2 _^ 4^2) 

De meme, pour k = —36, on a r = \/^/3 et 

Dr = i(m2 + 3^2) 
D2r = ^(4m2 + 3K2) 

= 3m2 + k2) 

Der = 12m^ + 
Apres simplification, on obtient 

\/3 ^ 72(3k2 - m2) _ 288 x 12^2 288 x 4^2 
^iQ-se) - ^ + 3^2)3 - (4to2 + 3k2)3 + (I2m2 + ^2)3 

288 _ 288 
(4m2 + 3/t2)2 ~ (12m2 + fi;2)2) 
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Comme 

on voit aisement que la relation 

2TO(g_36 - 4m(g6) - m(Qo) = 
n'est autre quo la relation 

E' - ^ 4m^ — 12to^ — 

(m2 + 3k2)3 = >^^(4m2 + 3K2)3 " (12to2 + k2)3 ' 

qui n'est autre que 

i-fl' 3) = Lii{(pR,3). 

a 
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